Problemes

En el nimero anterior de la SCM/Noticies feiem festa grossa perque haviem arribat a proposar
el problema cente. En aquest nimero, gracies a la valuosissima i desinteressada feina dels nostres
lectors, en publiquem la solucié. Pero aixo no completa la festa perque, tot i que sén cent els
enunciats proposats, només sén noranta-vuit les solucions rebudes (i publicades). En efecte, el
problema B47, un enunciat de geometria esferica amb caire d’homenatge personal, i I’A64, publicats
a la SCM/Noticies14 i 20, respectivament, encara no han estat resolts.

La vida segueix, pero, i ara proposem quatre problemes més, dos dels quals provenen dels nostres
fidels collaboradors José Luis Diaz-Barrero i Xavi Ros Oton, tots dos de la UPC, Barcelona.

Del mateix Xavi Ros és la solucié que publiquem del problema A97, I'inica rebuda. Del problema
A98 n’hem rebudes dues: una del mateix Xavi Ros i I'altra, que publiquem, d’en Joaquim Nadal i
Vidal, de I'lES de Cassa de la Selva. Amb el problema A99 hem tingut menys sort i no n’hem rebut
cap solucié correcta, cosa que ens ha portat a publicar la solucié donada pel mateix proponent.
Finalment, en Joaquim Nadal i Vidal aporta 1'inica solucié rebuda del problema A100. A tots ells,
proponents i resolutors, moltissimes gracies!

Acabem aquest exordi tot recordant-vos que, si treballeu amb TEX o LaTgX, ens feu forga més
planera la feina d’elaborar aquesta seccid, tot i que aportacions en qualsevol altre format, també
manuscrits, sén igualment ben rebudes. Les adreces de correu per enviar-nos-les sén cromero®@xtec.cat
0 bé carles.romero.c@gmail.com. Fins aviat!

Problemes proposats

A101. (Proposat per José Luis Diaz-Barrero,
UPC, Barcelona.) Siguin a, b i ¢ tres nombres
positius amb ab + bc + ca = 1. Demostreu que

(a2 + b2 —1-62)4 <a2 13/7(1 +
b+c
b ’ 1
T L L,
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A102. (D’una olimpiada de fa molts, molts
anys.) Sigui @ un nombre real fixat i sigui
f R — R una funcié que compleix

fla+a) = 5 +VF@) — (@)

per tot nombre real x. Demostreu que f és una
funcié periodica i doneu-ne un exemple pel cas
a=1.

A103. (Proposat per Xavi Ros Otén, FME-
UPC.) Siguin R i r els radis de les circum-
feréncies inscrita i circumscrita a un triangle.
Proveu que

R A

— >

2r — H
expressié en que A i H representen, respec-
tivament, la mitjana aritmetica i la mitjana
harmonica dels costats del triangle.

A104. (Proposat per la redaccié.) Tenim un
quadrilater en el pla i construim quadrats sobre
els seus costats a I'exterior d’aquest quadrilater.
Demostreu que els segments que uneixen els cen-
tres de quadrats construits sobre costats oposats
del quadrilater sén perpendiculars i de la matei-
xa longitud.



Solucions

A97. (Proposat per José Luis Diaz-Barrero,
UPC, Barcelona.) Siguin a, b i ¢ les longituds
dels costats d’un cert triangle AABC amb 7 i
R com a radis respectius de les circumferencies
inscrita i circumscrita en aquest triangle. De-
mostreu que

c+a - 1
b3 4+abc ~ r2+ R2°

b+c
a3 + abe

a+b
3 + abe

Solucié: (Solucié6 de Xavi Ros Otén, FME-
UPC.) A continuacié demostrarem que
a+b
3 + abe

b+ c
a3 + abe

n c+a - 1
b3 + abc — R2?
és una desigualtat més forta que la de I'enunciat.
Demostrarem en primer lloc que, si X >
Y >Zi1iX <Y’ <Z, aleshores

X+Y+Z>3X+Y+Z (1)
X Y = X4+Y' +Z7

Multiplicant la desigualtat per X' + Y’ + Z’
veiem que és equivalent a

X Y

?(—2)(’ +Y'+ 72"+ ?(X’ —2Y' + 7"+
Z

+?(X’+Y’—2Z’)20. (2)

Pero,enser X >Y > Zi X' <Y < Z,
tindrem que

S X k(2 Y (X - 2 =

X’ Y’ A
XY’ YZ' zX'
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= <)‘§ — ;) (Y = X")+

+<Y - Z) (Zz' - X")>0.
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Analogament,
X Y
X (Z' - X') + v (X' =Y')+
Z
—l-?(Y’ Z') >0 (4)

i, en sumar les desigualtats (3) i (4) obtenim
(2) i, per tant, (1).

D’ara en endavant suposarem sense perdua
de generalitat que a > b > c¢. Aixo i el
fet que a, b i ¢ sén costats d’un triangle, que fa
que a+b > ¢, que b+c¢ > aique ct+a > b, déna

(a—=b)la+b—c)>0, (b—c)(b+c—a)>0

i, per tant,
c2—|—ab§ bz—l—cag a® + be.

A més,
a+b>c+a>b+c

i podem, doncs, aplicar la desigualtat (1) amb

_a+b _cta _ b+ec
2 +ab’ b2 4ca’ a2+ be
i
X'=c¢, Y =b, Z'=a
per obtenir
a+b b+c c+a
c¢3+abc a3+ abc b3+ abe
a-+b c+a b+c
>302+ab b2 +ca a?—+be (5)
- a+b+ec '

Ara tornem a aplicar la desigualtat (1), pero
amb

X=a+b, Y=c+a, Z=b+c
i
X' = +ab, Y =0P+ca, Z'=d®>+bc.
Resulta
a+b c+a b+c
2+ab  b2+ca a?+be
2(a+b+c)

>
_3a2+b2+02+ab+bc+ca (6)

i, per tant, en substituir (6) a (5), obtenim

a+b
c3 + abe

b+c

a’® + abe
18

>
a4+ b2+ c2+ab+be+ca

c+a
b3 + abc —




i, finalment, com que ab+ bc+ca < a® 4+ b? + 2,
tindrem que
a+b
3 + abe

b+ c
a3 + abe

c+a 9
b3 + abc — a? + b? + 2

i, per tant, basta demostrar que
a’® +b% + 2 §9R2.

Pero, pel teorema dels sinus, tenim que

a b c
sinA _ sinB _ sinC 2k
i, per tant,
% —sind, — =sinB, — =sinC
i, aleshores, tenim
a2+4b;2+62 = sin? A + sin® B + sin® C

i el que volem demostrar s’expressa ara aixi:

sin? A + sin? B +sin? C < Z

2 2

Ara, fent servir que sin“x = 1 — cos” x i posant
cos A, cos B i cosC' en funcié dels costats del
triangle, segons el teorema del cosinus, es pot

comprovar, després de llargs calculs, que
sin? A+sin? B+sin? C'=2+2cos A cos Bcos C'.

Si el triangle és obtusangle, cos A cos B cos C' <
0. Altrament, usant la desigualtat entre les mit-
janes geometrica i aritmetica i la convexitat de
la funcié cos a l'interval [0, /2], obtenim que

A B 3
cosAcosBcosCS(COS +cos +COSC> <

3

3
3 3 8

i, per tant,

sin? A +sin? B +sin’ C =
9

1
:2—i—2cosAcosBcosC’§2—1—2§:Z

tal com voliem demostrar.

La igualtat s’esdevé quan el triangle és
equilater.
A98. (Proposat per Enric Ventura, UPC,

Manresa.) Quins sén els deu primers de-
cimals de 0000000000/ 00000000017 I els de

1,0000000001/T (00000001 ?

72

Solucié: (Solucié de Joaquim Nadal i Vidal, de
I'TES de Cassa de la Selva..) Tenim

0,0000000001 0.0000000001 =

— 0, 0000000001 0000000000T — (). 00000000011°*°

Observem que només que elevem 0.0000000001
al quadrat ja obtenim un nombre amb 2-10 = 20
decimals (19 zeros i un u) i, com és obvi, en ele-
var a 10'% obtindrem un nombre amb 10°.10 =
10 decimals, que seran tots zeros menys I'iltim,
que sera un u. Per tant, els deu primers decimals

de ©,000000000L/( "0000000001 sén tots zeros.
Quant a la segona qiiestio, tenim

1,0000000001 /1000000001 =

— 1,0000000001 T000000001

Considerem ara la funcié f(x) = a*, amb a > 1.
Es clar que, per a tot z € R, f/(x) = a*Ina > 0
i, per tant, la funcio és creixent a tot R. Aixo
vol dir que, si 0 < b < 1, aleshores, a® =1 <
a’ < a' i, si apliquem aquesta desigualtat amb
a = 1,0000000001 i b = 1/1,0000000001 < 1,

tindrem
1<1, 00000000()11700001000001 < 1,0000000001 ,

cosa que mostra que els deu primers decimals
de

10000000000 /70000000001 =

— 1,000000000 1 T-00000G00T

soén tots zeros.
A99. (Proposat per Xavi Ros Otén, estudiant,
FME, UPC.) Sigui {ay} una successié de nom-

bres reals positius i sigui z > 0.
al .. an_l

r+ay) - (z+ap)

a) Proveu que la serie Z (

és convergent.
. 1 - .
b) Proveu que, si ) == divergeix, aleshores

o0
ey 1

ai _
(x+a1) - (x+ay) z

n=1

Solucié: (Solucié del proponent.) En primer
lloc, demostrarem que

ai---ap B
(z+a1) - (z+aps1)
ar---ap
:a:(x+a1)---(x+an)_
aq - anit

_ac(x+a1)---(a:—|—an+1)’



amb la qual cosa la serie sera telescopica. En
efecte,

al...an
z(z+a) - (x+an)
ay - Qp41

Cz(z+a) (@t ann)

_ ai - an(T 4 ang1) — a1 Apyl _
z(x+ar) - (z+ ant1)

ai - apd

r(x+ar) (€ + apgr)

al.--an
(x4+a1) (x4 anp1)

Aixi, tenim que
N

Z a1 Qp_1 _
—(rtar) - (z+an)

1 ai---an

v z(z+ar) - (r+an)

1 1ﬂ< an )
T oz T+ ap
n=1

i, quan N — oo, aquest productori convergeix,
ja que tots els factors sén més petits que 1. Per
tant, la serie és convergent, i

o0

n=1 n=1

Aquest productori és zero si, i només si, el seu
invers és divergent, és a dir, si, i només si,

(o) =1+

n=1 n=1

divergeix. Pero

ﬁ <1+5n> — exp (ilog <1+;;>> ,

n=1

Z ay - Gp—1 _l 1ﬁ< Qp, )
(z+a1) - (z+ay,) z x r+a,/)’

per tant, el productori divergeix si, i només
si, aquesta serie divergeix. Finalment, com que
log(1 + x) ~ x, la seérie divergeix si, i només si,
> % divergeix, i el productori inicial val zero

si, i només si,
Y.
G,
divergeix, tal com voliem veure.

A100. (Proposat per Pelegri Viader i Canals,
UPF, Barcelona.) Fent servir inicament una mo-
neda, com poden, tres amics, decidir qui paga
les begudes?

Solucié: (Solucié de Joaquim Nadal i Vidal, de
I'TES de Cassa de la Selva.) Es clar que, amb una
sola moneda, només podem fer series de diverses
tirades i assignar resultats que tinguin la ma-
teixa probabilitat a cadascun dels amics. Pero
aixo és impossible, perque amb n tirades tenim
2" resultats, quantitat que no és mai multiple
de tres.

Aix0 no obstant, tenim una manera facil de
resoldre I’embolic: tirem la moneda dues vega-
des:

cara-cara, paga I’Albert
cara-creu, paga en Bernat
creu-cara, paga en Carles
creu-creu, tornem a comencar

Si surt
Si surt
Si surt
Si surt

Es realment poc probable que ens hagim de
passar la tarda tirant monedes a causa d'una in-
sistent freqiiéncia de <creu-creus, <creu-creus,
<creu-crews, etc. I si tal cosa s’esdevé, aleshores
és forga probable que la moneda estigui trucada
i llavors podem:

a) Regalar la moneda al mag que treballa al local
a canvi que ens pagui la ronda.

b) Reptar 'amo del bar a regalar-nos la ronda
si surten dues creus.

Carles Romero
IES Manuel Blancafort, la Garriga



